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第 1問
〔1〕 −π

2 ≤ θ ≤ 0のとき、関数

y = cos 2θ +
√
3 sin 2θ − 2

√
3 cos θ − 2 sin θ

の最小値を求めよう。t = sin θ +
√
3 cos θ と置くと、

t2 = (sin θ +
√
3 cos θ)2

= sin2 θ + 2
√
3 sin θ cos θ + 3 cos2 θ

= 2 cos2 θ + 2
√
3 sin θ cos θ + 1 ( ア ～ エ )

となるので、

y = cos 2θ +
√
3 sin 2θ − 2

√
3 cos θ − 2 sin θ

= (2 cos2 θ − 1) +
√
3 · 2 sin θ cos θ − 2

√
3 cos θ − 2 sin θ

= (2 cos2 θ + 2
√
3 sin θ cos θ + 1)− 2(sin θ +

√
3 cos θ)− 2

= t2 − 2t− 2 ( オ ～ カ )

となる。

一方、t = sin θ +
√
3 cos θに関して、点 (1,

√
3)は半径 2、偏角 π

3 なので、

t = sin θ +
√
3 cos θ = 2 sin

(
θ +

π

3

)
( キ ～ ク )

である。

次に、−π
2 ≤ θ ≤ 0より、

−π

6
≤ θ +

π

3
≤ π

3
( ケ )

なので、

− 1

2
≤ sin

(
θ +

π

3

)
≤

√
3

2

∴ − 1 ≤ 2 sin
(
θ +

π

3

)
≤

√
3

∴ − 1 ≤ t ≤
√
3 ( コ ～ シ )

である。

一方、

y = t2 − 2t− 2 = (t− 1)2 − 3

と変形すると、t = 1は上の範囲に含まれているので、t = 1のとき y は最小値 −3となり、この時の θ を求めると、

1 = 2 sin
(
θ +

π

3

)
∴ θ +

π

3
=

π

6

∴ θ = −π

6
( ス ～ タ )

である。
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〔2〕 自然数 xで、条件

12(log2
√
x)2 − 7 log4 x− 10 > 0

x+ log3 x < 14

を満たすものを求めよう。

まず、xを正の実数として、1つ目の条件について考える。

X = log2 xと置くと、

log2
√
x =

1

2
log2 x =

1

2
X

log4 x =
log2 x

log2 4
=

X

2

となるので、1つ目の条件は、

12

(
X

2

)2

− 7 · 1
2
X − 10 > 0

∴ 6X2 − 7X − 20 > 0 ( チ ～ テ )

∴ (3X + 5)(2X − 4) > 0

∴ X < −5

3
, 2 < X ( ト ～ ヌ )

ところで、xは自然数だから、X > 0であるので、

22(= 4) < x

となる。

したがって、1つ目の条件を満たす最小の自然数 xは 5である。 ( ネ )

次に、2つ目の条件を満たす自然数 xについて考える。

まず、xは自然数だから、x < x+ log3 x < 14であるが、32 < 14 < 33 なので、

x+ log3 x < 14

∴ x < 14− log3 x < 14− log3 9 = 12

つまり、2番目の条件を満たす最大の自然数は 11となる。 ( ノ ～ ハ )
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第 2問
座標平面上で、放物線 y = x2 を C とする。

曲線 C 上の点 P の x座標を aとする。点 P における C の接戦 lの方程式を求める。

まず、放物線の式 y = x2 を微分すると y′ = 2xなので、x = aにおける接線の傾きは 2aである。

したがって、接線 lの式を求めると、

y − a2 = 2a(x− a)

∴ y = 2ax− a2 ( ア ～ ウ )

となる。

a ̸= 0のとき、直線 lが x軸と交わる点を Qとすると、y = 0を代入して、

0 = 2ax− a2

∴ x =
a

2

よって、Qの座標は (a2 , 0)である。 ( エ ～ カ )

a > 0のとき、曲線 C と直線 lおよび x軸で囲まれた図形の面積を S とすると、

S =

∫ a

0

x2dx−
∫ a

a
2

(2ax− a2)dx

=

[
1

3
x3

]a
0

−
[
ax2 − a2x

]a
a
2

=
1

3
a3 − (a3 − a3) +

(
1

4
a3 − 1

2
a3
)

=
1

12
a3 ( キ ～ ケ )

である。

a < 2のとき、曲線 C と直線 lおよび直線 x = 2で囲まれた図形の面積を T とすると、

T =

∫ 2

a

(x2 − 2ax+ a2)dx

=

[
1

3
x3 − ax2 + a2x

]2
a

=

(
1

3
23 − 4a+ 2a2

)
−
(
1

3
a3 − a3 + a3

)
= −1

3
a3 + 2a2 − 4a+

8

3
( コ ～ セ )

である。

さて、a = 0のときは S = 0、a = 2のときは T = 0であるとして、U = S + T と置いて、0 ≤ a ≤ 2に対して考

える。

まず、

U = S + T

=
1

12
a3 − 1

3
a3 + 2a2 − 4a+

8

3

= −1

4
a3 + 2a2 − 4a+

8

3

となるので、U を aに関して微分すると、

U ′ = −3

4
a2 + 4a− 4
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したがって、U ′ = 0を解くと、

− 3

4
a2 + 4a− 4 = 0

1

4
a2 − a2 + 4a− 4 = 0

(
1

2
a)2 − (a− 2)2 = 0

1

2
a = ±(a− 2)

∴ a =
4

3
, 4

ここで増減表を書くと、

x 0 · · · 4
3 · · · 2

U ′ 0

U −4 ↘ 8
27 ↗ 2

3

となる。

したがって、a = 0のとき、最大値 8
3 となり、a = 4

3 のとき、最小値となる。 ( ソ ～ ニ )

実は、3次関数の形状を知っていれば、もう少し簡単に解ける。

まず、U の a3 の係数が負であるから、大雑把に曲線は「↘↗↘」のような形状をしていることがわかる。
さらに、a = 0における U の値と a = 4における U の値が同じなので、a = 2は今考えている範囲では最大値にはな

らない。

よって、a = 0のとき最大値となる。

一方、a = 4
3 のとき、極小なので、今の範囲では最小値となる。

まとめると、a = 0のとき最大値となり、a = 4
3 のとき最小値となる。
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第 3問
点 O を原点とする座標平面上に正六角形 OABCDE がある。ただし、頂点は時計回りの針の開店と逆の向きに

O,A,B,C,D,E の順に並んでいるものとする。また、直線 OAの方程式は y = 3x、直線 BE の方程式は y = 3x+2

であるとする。点 A,D の座標と正六角形 OABCDE の外接円の方程式を求めよう。

原点を通り、直線 OAに垂直な直線 lの傾きは −1
3 なので、直線 lの方程式は、

y = −1

3
x ( ア )

である。

一方、直線 CDについて、正六角形であることに注意すると、直線 OAと直線 BE との距離は、直線 CDと直線 BE

との距離と等しいので、

y = 3x+ 4 ( イ ～ ウ )

とすぐに求まる。

D は lと直線 CD との交点であるから、

−1

3
x = 3x+ 4

∴ x = −6

5
, y =

2

5

よって、点 Dの座標は (−6
5 ,

2
5 )である。 ( エ ～ カ )

また、正六角形の性質から、OA : OD = 1 :
√
3であるから、 ( キ )

OA =
1√
3
OD

=
1√
3

√
(−6)2 + 22

5

=
1√
3

2
√
10

5

=
2
√
30

15
( ク ～ サ )

である。

t > 0として、A = (t, 3t)と置くと、OA =
√
t2 + 9t2 =

√
10tとなるから、

√
10t =

2
√
30

15

∴ t =
2
√
3

15

よって、点 Aの座標は、( 2
√
3

15 , 2
√
3

5 )と求まる。 ( シ ～ ソ )

最後に、外接円の中心は線分 ADの中点であり、その半径は正六角形の 1辺の長さに等しいから、まず中点を求め

ると、

1

2

(
2
√
3

15
− 6

5
,
2
√
3

5
+

2

5

)
=

1

2

(
2
√
3− 18

15
,
2
√
3 + 2

5

)

=

(√
6− 9

15
,

√
3 + 2

5

)
したがって、外接円の方程式は、(

x+
9−

√
6

15

)2

+

(
y −

√
3 + 2

5

)2

=
8

15
( タ ～ ト )
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第 4問
a, bは実数で、P (x)は 2次の整式であり、Q(x)は 3次の整式であるとする。Q(x)は P (x)で割り切れて、裳が

x+ aであるので、

Q(x) = P (x)(x+ a) ( ア )

と表せる。

さらに、{P (x)}2 を Q(x)で割ったとき、商が x+ b、余りが P (x)であるので、

{P (x)}2 = (x+ b)Q(x) + P (x) ( イ )

と表せる。

この 2つの等式より、

{P (x)}2 = (x+ b)Q(x) + P (x)

= (x+ b)P (x)(x+ a) + P (x)

= {(x+ a)(x+ b) + 1}P (x) ( ウ )

となるので、両辺 P (x)で割れば、

P (x) = (x+ a)(x+ b) + 1

= x2 + (a+ b)x+ ab+ 1 ( エ ～ カ )

と求まる。

さて、Q(x) = 0の三つの解を α, β, γ とする。

Q(x) = 0の 1つの解は x = −aとわかっているから、残りの 2つの解は P (x) = 0から求まる。

α = −aと置いてよい。

すると、P (x) = 0の解は x = β, γ となる。α+ β + γ = −5のとき、解と係数の関係から

β + γ = −(a+ b)

∴ α+ β + γ = −a− (a+ b) = −5

∴ b = −2a+ 5 ( キ ～ ケ )

である。

このとき、Q(x) = 0が虚数解を持つような aの取り得る値の範囲を求めたい。

解の 1つである x = −aは実数なので、P (x) = 0の判別式を D と置くと、条件から、

D = (a+ b)2 − 4ab− 4 < 0

(a− b)2 − 4 < 0

− 2 < a− b < 2

− 2 < a− (−2a+ 5) < 2

− 2 < 3a− 5 < 2

3 < 3a < 7

1 < a <
7

3
( コ ～ シ )

である。

一方、αβγ = −6の時、1つの解は x = α = −aとわかっているから、P (x) = 0の解 x = β, γ について解と係数の
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関係から、

βγ = ab+ 1

∴ αβγ = −a(ab+ 1) = −6

∴ a2b+ a = 6

∴ b =
6− a

a2
( ス ～ セ )

である。

もし、2つの bに関する条件が成り立つとき、1つ目の式を 2つ目の式の途中式に代入することにより、

a2(−2a+ 5) + a = 6

∴ − 2a3 + 5a2 + a− 6 = 0

∴ 2a3 − 5a2 − a+ 6 = 0 ( ソ ～ チ )

となる。これを解く。

左辺に a = 2を代入すると 0になるので、

(a− 2)(2a2 − a− 3) = 0

∴ (a− 2)(2a− 3)(a+ 1) = 0

∴ a = 2,−1,
3

2
( ツ ～ ニ )

の三つである。

このうち、Q(x) = 0が虚数解を持つとき、上の aの範囲から、a = 2, 3
2 のみなので、これを満たす aは 2個である。

( ヌ )
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